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et
I.H.E.S., 35, route de Chartres, 91440 BURES-sur-YVETTE
Re´sume´
Nous exposons notre travail en collaboration avec Dirk Kreimer sur les alge`bres
de Hopf et de Lie associe´es aux graphes de Feynman, et sur la signification con-
ceptuelle de la renormalisation perturbative a` partir du proble`me de Riemann-
Hilbert. Nous interpre´tons ensuite le groupe de renormalisation comme un groupe
d’ambigu¨ıte´ et montrons le roˆle que ce groupe devrait jouer pour comprendre la
composante connexe du groupe des classes d’ide`les de la the´orie du corps de classe
comme un groupe de Galois.
I Introduction
La renormalisation est sans doute l’un des proce´de´s les plus e´labore´s pour obtenir
des quantite´s nume´riques signifiantes a` partir d’expressions mathe´matiques a-priori
de´pourvues de sens. A ce titre elle est fascinante autant pour le physicien que pour
le mathe´maticien. La profondeur de ses origines en the´orie des champs et la pre´cision
avec laquelle elle est corrobore´e par l’expe´rience en font l’un des joyaux de la physique
the´orique. Pour le mathe´maticien e´pris de sens, mais non corsete´ par la rigueur, les ex-
plications donne´es jusqu’a` pre´sent butaient toujours sur le sens conceptuel de la partie
proprement calculatoire, celle qui est utilise´e par exemple en e´lectrodynamique quan-
tique et ne tombe pas sous la coupe des ”the´ories asymptotiquement libres” auxquelles
la the´orie constructive peut pre´tendre avoir donne´ un statut mathe´matique satisfaisant.
Cet e´tat de fait a change´ re´cemment et cet expose´ se propose de donner la signification
conceptuelle des calculs effectue´s par les physiciens dans la the´orie de la renormalisa-
tion graˆce a` mon travail sur la renormalisation en collaboration avec Dirk Kreimer et la
relation que nous avons e´tablie entre renormalisation et proble`me de Riemann-Hilbert.
Le re´sultat clef est l’identite´ entre le proce´de´ re´cursif utilise´ par les physiciens et les
formules mathe´matiques qui re´solvent un lacet a` valeurs dans un groupe pronilpotent
G en un produit d’un lacet holomorphe par un lacet anti-holomorphe. La signification
ge´ome´trique de cette de´composition (de Riemann-Hilbert, Birkhoff ou Wiener-Hopf)
provient directement de la the´orie des fibre´s holomorphes de groupe structural G sur la
sphe`re de Riemann S2. Dans la renormalisation perturbative, les points de la sphe`re S2
sont les dimensions complexes parmi lesquelles la dimension d de l’espace-temps est un
point privile´gie´. Le proble`me e´tant que dans les the´ories physiquement inte´ressantes les
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quantite´s a` calculer conspirent pour diverger pre´cise´ment au point d. On peut organiser
ces quantite´s comme le de´veloppement de Taylor d’un diffe´omorphisme g ∈ G et donner
un sens a` g = g(z) en remplac¸ant dans les formules la dimension d par une valeur
complexe z 6= d. Le proce´de´ de renormalisation acquiert alors la signification suivante :
la valeur cherche´e g ∈ G n’est autre que la valeur g+(d) en d de la partie holomorphe
de la de´composition de Riemann-Hilbert g(z) = g−1− (z)g+(z) du lacet g(z). La nature
exacte du groupe G implique´ dans la renormalisation a e´te´ clarifie´e par les e´tapes
essentielles suivantes. La premie`re est la de´couverte due a` Dirk Kreimer de la structure
d’alge`bre de Hopf secre`tement pre´sente dans les formules re´cursives de Bogoliubov
Parasiuk Hepp et Zimmermann.
La seconde qui est le point de de´part de notre collaboration est la similitude entre
l’alge`bre de Hopf des arbres enracine´s de Dirk et une alge`bre de Hopf que j’avais in-
troduite avec Henri Moscovici pour organiser les calculs tre`s complexes de ge´ome´trie
noncommutative. Ceci nous a conduit avec Dirk a` de´finir une alge`bre de Hopf directe-
ment en termes de graphes de Feynman et a` lui appliquer le the´ore`me de Milnor-Moore
pour en de´duire une alge`bre de Lie et un groupe de Lie pronilpotent G, analogue du
groupe des diffe´omorphismes formels.
Enfin la troisie`me e´tape cruciale est la construction d’une action du groupe G sur les
constantes de couplage de la the´orie physique. Ceci permet de relever le groupe de
renormalisation comme un sous-groupe a` un parame`tre du groupe G et de montrer di-
rectement que les de´veloppements polaires des divergences sont entie`rement de´termine´s
par leurs re´sidus.
Le proble`me de Riemann-Hilbert joue un roˆle clef dans la the´orie de Galois diffe´rentielle,
il est donc naturel d’interpre´ter en termes Galoisiens l’ambigu¨ıte´ que le groupe de renor-
malisation introduit dans les the´ories physiques. La dernie`re section contient l’esquisse
d’une telle interpre´tation.
Nous commencerons cette section par une introduction tre`s e´le´mentaire a` la the´orie de
Galois pour les e´quations alge´briques, en passant par un beau proble`me de ge´ome´trie
plane.
Nous montrerons ensuite le roˆle que le groupe de renormalisation devrait jouer pour
comprendre la composante connexe du groupe des classes d’ide`les de la the´orie du corps
de classe comme un groupe de Galois. Cette ide´e s’appuie a` la fois sur l’analogie entre
la the´orie des facteurs et la the´orie de Brauer pour un corps local et sur la pre´sence
implicite en the´orie des champs d’un ”corps de constantes” plus e´labore´ que le corps
C des nombres complexes. En fait les calculs des physiciens regorgent d’exemples de
”constantes” telles les constantes de couplage g des interactions (e´lectromagne´tiques,
faibles et fortes) qui n’ont de ”constantes” que le nom. Elles de´pendent en re´alite´
du niveau d’e´nergie µ auquel les expe´riences sont re´alise´es et sont des fonctions g(µ),
de sorte que les physiciens des hautes e´nergies e´tendent implicitement le ”corps des
constantes” avec lequel ils travaillent, passant du corps C des scalaires a` un corps de
fonctions g(µ). Le groupe d’automorphismes de ce corps engendre´ par µ∂/∂µ est le
groupe d’ambigu¨ıte´ de la the´orie physique.
II Renormalisation, position du proble`me
La motivation physique de la renormalisation est tre`s claire et remonte aux travaux
de Green au dix-neuvie`me sie`cle sur l’hydrodynamique. Pour prendre un exemple sim-
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ple ∗ si l’on calcule l’acce´le´ration initiale d’une balle de ping-pong plonge´e a` quelques
me`tre`s sous l’eau, l’on obtient en appliquant la loi de Newton F = ma et la pousse´e
d’Archime`de F = (M −m)g, ou` m est la masse inerte, et M la masse d’eau occupe´e,
une acce´le´ration initiale de l’ordre de 11g ! † En re´alite´, si l’on re´alise l’expe´rience,
l’acce´le´ration est de l’ordre de 2g. En fait la pre´sence du fluide autour de la balle oblige
a` corriger la valeur m de la masse inerte dans la loi de Newton et a` la remplacer par
une ”masse effective” qui en l’occurrence vaut m+ 1
2
M . Dans cet exemple, l’on peut
bien sur de´terminer la masse m en pesant la balle de ping-pong hors de l’eau, mais il
n’en va pas de meˆme pour un electron dans le champ electromagne´tique, dont il est
impossible de l’extraire. De plus le calcul montre que, pour une particule ponctuelle
comme le demande la relativite´, la correction qui valait 1
2
M ci-dessus est infinie.
Vers 1947 les physiciens ont re´ussi a` utiliser la distinction entre les deux masses qui
apparaissent ci-dessus et plus ge´ne´ralement le concept de quantite´ physique ”effective”
pour e´liminer les quantite´s infinies qui apparaissent en the´orie des champs quantiques
(voir [16] pour un aperc¸u historique).
Une the´orie des champs en d dimensions est donne´e par une fonctionnelle d’action
classique
(1) S (A) =
∫
L (A) ddx
ou` A de´signe un champ classique et le Lagrangien est de la forme,
(2) L (A) = (∂A)2/2−
m2
2
A2 + Lint(A)
ou` Lint(A) est un polynome en A.
On peut de´crire la the´orie par les fonctions de Green,
(3) GN(x1, . . . , xN) = 〈 0 |T φ(x1) . . . φ(xN )| 0 〉
ou` le symbole T signifie que les champs quantiques φ(xj)’s sont e´crits a` temps croissant
de droite a` gauche.
L’amplitude de probabilite´ d’une configuration classique A est donne´e par,
(4) ei
S(A)
~
et si l’on pouvait ignorer les proble`mes de renormalisation, l’on pourrait calculer les
fonctions de Green graˆce a` la formule
(5) GN(x1, . . . , xN) = N
∫
ei
S(A)
~ A(x1) . . . A(xN ) [dA]
ou` N est un facteur de normalisation requis par,
(6) 〈 0 | 0 〉 = 1 .
L’on pourrait alors calculer l’inte´grale fonctionnelle (5) en the´orie des perturbations,
en traitant le terme Lint de (2) comme une perturbation, le Lagrangien libre e´tant,
(7) L0(A) = (∂A)
2/2−
m2
2
A2 ,
∗voir le cours de the´orie des champs de Sidney Coleman
†La balle pe`se m = 2, 7 grammes et a un diame`tre de 4 cm de sorte que M = 33, 5 grammes
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de sorte que,
(8) S(A) = S0(A) + Sint(A)
ou` l’action libre S0 de´finit une mesure Gaussienne exp (i S0(A)) [dA] = dµ.
On obtient alors le de´veloppement perturbatif des fonctions de Green sous la forme,
GN(x1, . . . , xN) =
(
∞∑
n=0
in/n!
∫
A(x1) . . .A(xN ) (Sint(A))
n dµ
)
(
∞∑
n=0
in/n!
∫
Sint(A)
n dµ
)−1
.(9)
Les termes de ce de´veloppement s’obtiennent en inte´grant par partie sous la Gaussi-
enne. Cela engendre un grand nombre de termes U(Γ), ou` les parame`tre`s Γ sont les
graphes de Feynman Γ, i.e. des graphes dont les sommets correspondent aux termes du
Lagrangien de la the´orie. En re`gle ge´ne´rale les valeurs des termes U(Γ) sont donne´es
par des inte´grales divergentes. Les divergences les plus importantes sont cause´es par la
pre´sence dans le domaine d’inte´gration de moments de taille arbitrairement grande. La
technique de renormalisation consiste d’abord a` ”re´gulariser” ces inte´grales divergentes
par exemple en introduisant un parame`tre de ”cutoff” Λ et en se restreignant a` la
portion correspondante du domaine d’inte´gration. Les inte´grales sont alors finies, mais
continuent bien entendu a` diverger quand Λ→∞. On e´tablit ensuite une de´pendance
entre les termes du Lagrangien et Λ pour que les choses s’arrangent et que les re´sultats
ayant un sens physique deviennent finis ! Dans le cas particulier des the´ories asymp-
totiquement libres, la forme explicite de la de´pendance entre les constantes nues et
le parame`tre de re´gularisation Λ a permis dans des cas tre`s importants ([19],[17]) de
mener a` bien le programme de la the´orie constructive des champs ([20]).
De´crivons maintenant en de´tail la technique de renormalisation perturbative. Pour
faire les choses syste´matiquement, on rajoute un ”contreterme” C(Γ) au Lagrangien
de de´part L, chaque fois que l’on rencontre un diagramme divergent Γ, dans le but
d’annuler la divergence correspondante. Pour les the´ories ”renormalisables”, les contre-
termes dont on a besoin sont tous de´ja des termes du Lagrangien L et ces contorsions
peuvent s’interpreter a` partir de l’inobservabilite´ des quantite´s nume´riques qui appa-
raissent dans L, par opposition aux quantite´s physiques qui, elles, doivent rester finies.
La principale complication dans cette proce´dure vient de l’existence de nombreux
graphes Γ pour lesquels les divergences de U(Γ) ne sont pas locales. La raison e´tant
que ces graphes posse`dent de´ja des sous-graphes dont les divergences doivent eˆtre prises
en compte avant d’aller plus loin. La me´thode combinatoire pre´cise, due a` Bogoliubov-
Parasiuk-Hepp et Zimmermann ([2]) consiste d’abord a` ”pre´parer” le graphe Γ en rem-
plac¸ant U(Γ) par l’expression formelle,
(10) R(Γ) = U(Γ) +
∑
γ⊂Γ
C(γ)U(Γ/γ)
ou` γ varie parmis tous les sous-graphes divergents. On montre alors que le calcul des
divergences du graphe ”pre´pare´” ne donne que des expressions locales, qui pour les
the´ories renormalisables se trouvent de´ja dans le Lagrangien L.
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III L’alge`bre de Hopf des graphes de Feynman
Dirk Kreimer a eu l’ide´e remarquable en 97 ([23]) d’utiliser la formule (10) pour de´finir
le coproduit d’une alge`bre de Hopf.
En tant qu’alge`bre H est l’alge`bre commutative libre engendre´e par les graphes ”une
particule irre´ductibles” (1PI)‡
Elle admet ainsi une base indexe´e par les graphes Γ unions disjointes de graphes 1PI.
(11) Γ =
n⋃
j=1
Γj .
Le produit dans H est donne´ par l’union disjointe,
(12) Γ · Γ′ = Γ ∪ Γ′ .
Pour de´finir le coproduit,
(13) ∆ : H → H⊗H
il suffit de le donner sur les graphes 1PI, on a
(14) ∆Γ = Γ⊗ 1 + 1⊗ Γ +
∑
γ⊂Γ
γ(i) ⊗ Γ/γ(i)
Ici γ est un sous-ensemble (non vide et de comple´mentaire non-vide) γ ⊂ Γ(1) de
l’ensemble Γ(1) des faces internes de Γ dont les composantes connexes γ′ ve´rifient des
conditions d’admissibilite´ de´taille´es dans la re´fe´rence [12].
Le coproduit ∆ defini par (14) sur les graphes 1PI se prolonge de manie`re unique en
un homomorphisme de H dans H⊗H. On a alors ([23],[12])
The´ore`me Le couple (H,∆) est une alge`bre de Hopf.
IV L’alge`bre de Lie des graphes, le groupe G et sa structure.
J’avais a` la me`me e´poque, dans les calculs de Ge´ome´trie Noncommutative de l’indice
transverse pour les feuilletages, montre´, avec Henri Moscovici, ([15]) que la comple´xite´
extreˆme de ces calculs conduisait a` introduire une alge`bre de HopfHcm, qui n’est ni com-
mutative ni cocommutative mais est intimement relie´e au groupe des diffe´omorphismes,
dont l’alge`bre de Lie apparait en appliquant le the´ore`me de Milnor-Moore a` une sous-
alge`bre commutative.
Apre´s l’expose´ de Dirk a` l’IHES en fe´vrier 98, nous avons tous les deux e´te´ intrigue´s
par la similarite´ apparente entre ces deux alge`bres de Hopf et notre collaboration a
commence´ par l’application du the´ore`me de Milnor-Moore a` l’alge`bre de Hopf H. Le
the´ore`me de Milnor-Moore montre qu’elle est duale de l’alge`bre enveloppante d’une
alge`bre de Lie gradue´e G dont une base est donne´e par les graphes 1-particule irre-
ductibles. Le crochet de Lie de deux graphes est obtenu par insertion d’un graphe dans
l’autre. Le groupe de Lie correspondant G est le groupe des caracte`res de H.
‡Un graphe de Feynman Γ est ”une particule irreductible” (1PI) si il est connexe et le reste apres avoir
enleve´ n’importe laquelle de ses faces
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Nous avons ensuite analyse´ le groupe G et montre´ qu’il est produit semi-direct d’un
groupe abe´lien par un groupe tre`s relie´ au groupe des diffe´omorphismes des constantes
de couplage sans dimension de la the´orie des champs (voir section VII).
L’alge`bre de Hopf H admet plusieurs graduations naturelles. Il suffit de donner le degre´
des graphes 1PI puis de poser en ge´ne´ral,
(15) deg (Γ1 . . .Γe) =
∑
deg (Γj) , deg (1) = 0
On doit ve´rifier que,
(16) deg (γ) + deg (Γ/γ) = deg (Γ)
pour tout sous-graphe admissible γ.
Les deux graduations les plus naturelles sont
(17) I (Γ) = nombre de faces internes Γ
et
(18) v (Γ) = V (Γ)− 1 = nombre de sommets Γ− 1 .
On a aussi la combinaison importante
(19) L = I − v = I − V + 1
qui est le nombre de boucles du graphe.
Soit G un graphe 1PI avec n faces externes indexe´es par i ∈ {1, . . . , n}, on spe´cifie sa
structure externe en donnant une distribution σ definie sur un espace convenable de
fonctions test S sur
(20)
{
(pi)i=1,...,n ;
∑
pi = 0
}
= EG .
Ainsi σ est une forme line´aire continue,
(21) σ : S (E)→ C .
A un graphe Γ de structure externe σ correspond un e´le´ment de H et on a
(22) δ(Γ,λ1σ1+λ2σ2) = λ1 δ(Γ,σ1) + λ2 δ(Γ,σ2) .
Nous appliquons alors le the´ore`me de Milnor-Moore a` l’alge`bre de Hopf bigradue´e H.
Ce the´ore`me donne une structure d’alge`bre de lie sur,
(23)
⊕
Γ
S (EΓ) = L
ou` pour chaque graphe 1PI Γ, on de´finit S (EΓ) comme dans (20). Soit X ∈ L et soit
ZX la forme line´aire sur H donne´e, sur les monomes Γ, par
(24) 〈Γ, ZX〉 = 0
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sauf si Γ est connexe et 1PI, et dans ce cas par,
(25) 〈Γ, ZX〉 = 〈σΓ, XΓ〉
ou` σΓ est la distribution qui donne la structure externe de Γ et XΓ la composante
correspondante de X. Par construction ZX est un caracte`re infinite´simal de H ainsi
que les commutateurs,
(26) [ZX1, ZX2 ] = ZX1 ZX2 − ZX2 ZX1.
Le produit e´tant obtenu par transposition du coproduit de H, i.e. par
(27) 〈Z1Z2,Γ〉 = 〈Z1 ⊗ Z2,∆Γ〉 .
Soient Γj, j = 1, 2 des graphes 1PI et ϕj ∈ S (EΓj ) les fonctions test correspondantes.
Pour i ∈ {0, 1}, soit ni (Γ1,Γ2; Γ) le nombre de sous-graphes de Γ isomorphes a` Γ1 et
tels que
(28) Γ/Γ1(i) ≃ Γ2 .
Soit (Γ, ϕ) l’e´le´ment de L associe´ a` ϕ ∈ S (EΓ), le crochet de Lie de (Γ1, ϕ1) et (Γ2, ϕ2)
est donne´ par,
(29)
∑
Γ,i
σi (ϕ1) ni (Γ1,Γ2; Γ) (Γ, ϕ2)− σi (ϕ2) ni (Γ2,Γ1; Γ) (Γ, ϕ1) .
The´ore`me ([12]) L’alge`bre de Lie L est produit semi-direct d’une alge`bre de Lie Abelienne
L0 par Lc ou` Lc admet une base canonique inde´xe´e par les graphes Γ
(i) avec
[Γ,Γ′] =
∑
v
Γ ◦v Γ
′ −
∑
v′
Γ′ ◦v′ Γ
ou` Γ ◦v Γ′ est obtenu en greffant Γ′ sur Γ en v.
V Renormalisation et proble`me de Riemann-Hilbert
Le proble`me de Riemann-Hilbert vient du 21eme proble`me de Hilbert qu’il formulait
ainsi ;
“Montrer qu’il existe toujours une e´quation diffe´rentielle Fuchsienne line´aire de
singularite´s et monodromies donne´es.”
Sous cette forme il admet une re´ponse positive due a` Plemelj et Birkhoff (cf. [1] pour
un expose´ de´taille´). Quand on le reformule pour les syste`mes line´aires de la forme,
(30) y′(z) = A(z) y(z) , A(z) =
∑
α∈S
Aα
z − α
,
ou` S est l’ensemble fini donne´ des singularite´s, ∞ 6∈ S, et les Aα sont des matrices
complexes telles que
(31)
∑
Aα = 0
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pour e´viter les singularite´s a` ∞, la re´ponse n’est pas toujours positive [3], mais la
solution existe quand les matrices de monodromie Mα sont suffisamment proches de 1.
On peut alors l’e´crire explicitement sous la forme d’une se´rie de polylogarithmes [24].
Une autre formulation du proble`me de Riemann-Hilbert, intimement relie´e a` la classifi-
cation des fibre´s vectoriels holomorphes sur la sphe`re de Riemann P1(C), est en termes
de la de´composition de Birkhoff
(32) γ (z) = γ−(z)
−1 γ+(z) z ∈ C
ou` C ⊂ P1(C) de´signe une courbe simple, C− la composante connexe du comple´ment
de C contenant ∞ 6∈ C et C+ la composante borne´e.
C+
C
−
D
∞
C
Figure 1
Les trois lacets γ et γ± sont a` valeurs dans GLn(C),
(33) γ (z) ∈ G = GLn(C) ∀ z ∈ C
et γ± sont les valeurs au bord d’applications holomorphes
(34) γ± : C± → GLn(C) .
La condition γ−(∞) = 1 assure l’unicite´ de la de´composition (32) si elle existe.
L’existence de la de´composition de Birkhoff (32) est e´quivalente a` l’annulation,
(35) c1 (Lj) = 0
des nombres de Chern nj = c1 (Lj) des fibre´s en droites holomorphes de la de´composition
de Birkhoff-Grothendieck,
(36) E = ⊕Lj
ou` E est le fibre´ vectoriel holomorphe sur P1(C) associe´ a` γ, i.e. d’espace total :
(37) (C+ × C
n) ∪γ (C− ×C
n) .
La discussion ci-dessus pour G = GLn(C) s’e´tend aux groupes de Lie complexes arbi-
traires.
Quand G est un groupe de Lie complexe nilpotent et simplement connexe l’existence
(et l’unicite´) de la de´composition de Birkhoff (32) est vraie pour tout γ. Quand le lacet
γ : C → G se prolonge en un lacet holomorphe : C+ → G, la de´composition de Birkhoff
est donne´e par γ+ = γ, γ− = 1. En ge´ne´ral, pour z ∈ C+ l’e´valuation,
(38) γ → γ+(z) ∈ G
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donne un principe naturel pour extraire une valeur finie a` partir de l’expression sin-
gulie`re γ(z). Cette extraction de partie finie est une division par la partie polaire pour
un lacet me´romorphe γ en prenant pour C un cercle infinite´simal centre´ en z0.
Soit G un groupe de Lie complexe pro-nilpotent, H son alge`bre de Hopf de coor-
donne´es (gradue´e). Rappelons la traduction entre langages alge´briques et ge´ome´triques,
en de´signant par R l’anneau des fonctions me´romorphes, R− le sous anneau des poly-
nomes en (z − z0)−1 et R+ celui des fonctions re´gulie`res en z0,
Homomorphismes de H → R | Lacets de C a` valeurs dans G
|
φ(H) ⊂ R− | γ se prolonge en une application holomorphe de C\{z0} → G
| avec γ(∞) = 1.
|
φ(H) ⊂ R+ | γ se prolonge en une application holomorphe de´finie en z = z0.
|
φ = φ1 ⋆ φ2 | γ(z) = γ1(z)γ2(z), ∀ z ∈ C.
|
φ ◦ S | z → γ(z)−1.
(5.1)
Pour X ∈ H notons le coproduit sous la forme
∆(X) = X ⊗ 1 + 1⊗X +
∑
X ′ ⊗X ′′
La de´composition de Birkhoff d’un lacet s’obtient de manie`re re´cursive graˆce au the´ore`me
suivant,
The´ore`me ([12]) Soit φ : H → R, un homomorphisme d’alge`bres. La de´composition de
Birkhoff du lacet correspondant est donne´e de manie`re re´cursive par les e´galite´s,
φ−(X) = −T
(
φ(X) +
∑
φ−(X
′)φ(X ′′)
)
φ+(X) = φ(X) + φ−(X) +
∑
φ−(X
′)φ(X ′′).
Ici T de´signe la projection sur R− paralle`lement a` R+.
La clef de notre travail avec Dirk Kreimer re´side dans l’identite´ entre ces formules et
celles qui gouvernent la combinatoire des calculs de graphes. Nous avons de´ja vu la
formule qui de´finit la pre´paration d’un graphe,
(39) R(Γ) = U(Γ) +
∑
γ⊂Γ
C(γ)U(Γ/γ)
Celle qui donne le contreterme C(Γ) est alors,
(40) C(Γ) = −T (R(Γ)) = −T
(
U(Γ) +
∑
γ⊂Γ
C(γ)U(Γ/γ)
)
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et celle qui donne la valeur renormalise´e du graphe est,
(41) R(Γ) = R(Γ) + C(Γ) = U(Γ) + C(Γ) +
∑
γ⊂Γ
C(γ)U(Γ/γ)
Il est alors clair en posant φ = U , φ− = C, φ+ = R que ces e´quations sont identiques a`
celles du the´ore`me donnant la construction re´cursive de la de´composition de Birkhoff.
De´crivons plus en de´tails ce re´sultat. Etant donne´e une the´orie renormalisable en dimen-
sion D la the´orie nonrenormalise´e donne en utilisant la re´gularisation dimensionnelle
un lacet γ d’e´le´ments du groupe G associe´ a` la the´orie dans la section IV. Le parame`tre
z du lacet γ (z) est une variable complexe et γ (z) est me´romorphe dans un voisinage de
D. Notre re´sultat principal est que la the´orie renormalise´e est donne´e par l’e´valuation
a` z = D de la partie nonsingulie`re γ+ de la de´composition de Birkhoff ,
(42) γ (z) = γ− (z)
−1 γ+ (z)
de γ.
Les re`gles de Feynman et la re´gularisation dimensionnelle associent un nombre,
(43) UΓ (p1, . . . , pN) =
∫
dd k1 . . . d
d kL IΓ (p1, . . . , pN , k1, . . . , kL)
a` chaque graphe Γ. Nous les utilisons en me´trique Euclidienne pour e´viter les facteurs
imaginaires.
Pour respecter les dimensions physiques des quantite´s implique´es quand on e´crit ces
re`gles en dimension d, il faut introduire une unite´ de masse µ et remplacer partout la
constante de couplage par µ3−d/2 g. On normalise ainsi les calculs par,
(44) U (Γ) = g(2−N) µ−B 〈σ, UΓ〉
ou` B = B (d) est la dimension de 〈σ, UΓ〉.
On e´tend la de´finition (44) aux re´unions disjointes de graphes 1PI Γj par,
(45) U (Γ = ∪Γj) = ΠU (Γj) .
Le re´sultat principal est alors le suivant :
The´ore`me ([12]) a) Il existe une unique application me´romorphe γ(z) ∈ G, z ∈ C, z 6= D
dont les Γ-coordonne´es sont donne´es par U (Γ)d=z.
b) La valeur renormalise´e d’une observable physique O est obtenue en remplac¸ant γ (D)
dans le de´veloppement perturbatif de O par γ+ (D) ou`
γ (z) = γ− (z)
−1 γ+ (z)
est la de´composition de Birkhoff du lacet γ (z) relativement a` un cercle infinite´simal
autour de D.
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VI Le groupe de renormalisation
Montrons comment le groupe de renormalisation apparait tre`s simplement de notre
point de vue.
Comme nous l’avons vu ci-dessus, la re´gularisation dimensionnelle implique le choix
arbitraire d’une unite´ de masse µ et l’on constate d’abord que la partie singulie`re de
la de´composition de Riemann-Hilbert de γ est en fait inde´pendante de ce choix. Il en
re´sulte une contrainte tre`s forte sur cette partie singulie`re et le groupe de renormali-
sation s’en de´duit imme´diatement. Nous en de´duisons e´galement une formule explicite
pour l’action nue. On montre d’abord, en se limitant a` la the´orie ϕ36 pour simplifier les
notations, que bien que le lacet γ(d) de´pende du choix de l’unite´ de masse µ,
(46) µ→ γµ(d) ,
la partie singulie`re γµ− de sa de´composition de Birkhoff,
(47) γµ(d) = γµ−(d)
−1 γµ+(d)
est en fait inde´pendante de µ,
(48)
∂
∂µ
γµ−(d) = 0 .
Cet e´nonce´ de´coule imme´diatement de l’analyse dimensionnelle.
De plus, par construction le groupe de Lie G est muni d’un groupe a` un parame`tre
d’automorphismes,
(49) θt ∈ AutG , t ∈ R ,
associe´ a` la graduation de l’alge`bre de Hopf H donne´e par le nombre de boucles,
(50) L(Γ) = nombre de boucles Γ
pour tout graphe 1PI Γ.
On a l’e´galite´
(51) γetµ(d) = θtε(γµ(d)) ∀ t ∈ R , ε = D − d
Il en re´sulte que les lacets γµ associe´s a` la the´orie nonrenormalise´e satisfont la proprie´te´
suivante : la partie singulie`re de leur de´composition de Birkhoff est inchange´e par
l’ope´ration,
(52) γ(ε)→ θtε(γ(ε)) ,
En d’autres termes, si l’on remplace γ(ε) par θtε(γ(ε)) l’on ne modifie pas la partie
singulie`re de sa de´composition de Birkhoff. On a pose´
(53) ε = D − d ∈ C\{0} .
Nous donnons une caracte´risation comple`te des lacets γ(ε) ∈ G ve´rifiant cette propriete´.
Cette caracte´risation n’implique que la partie singulie`re γ−(ε) qui ve´rifie par hypothe`se,
(54) γ−(ε) θtε(γ−(ε)
−1) est convergent pour ε→ 0 .
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Il est facile de voir que la limite de (54) pour ε → 0 de´finit un sous-groupe a` un
parame`tre,
(55) Ft ∈ G , t ∈ R
et que le ge´ne´rateur β =
(
∂
∂t
Ft
)
t=0
de ce sous-groupe est relie´ au re´sidu de γ
(56) Res
ε=0
γ = −
(
∂
∂u
γ−
(
1
u
))
u=0
par l’e´quation,
(57) β = Y Res γ ,
ou` Y =
(
∂
∂t
θt
)
t=0
est la graduation.
Ceci est imme´diat mais notre re´sultat ([13]) donne la formule explicite (59) qui exprime
γ−(ε) en fonction de β. Introduisons le produit semi-direct de l’alge`bre de Lie G (des
e´le´ments primitifs de H∗) par la graduation. On a donc un e´le´ment Z0 tel que
(58) [Z0, X] = Y (X) ∀X ∈ Lie G .
La formule pour γ−(ε) est alors
(59) γ−(ε) = lim
t→∞
e−t(
β
ε
+Z0) etZ0 .
Les deux facteurs du terme de droite appartiennent au produit semi-direct du groupe
G par sa graduation, mais leur rapport (59) appartient au groupe G.
Cette formule montre que toute la structure des divergences est uniquement de´termine´e
par le re´sidu et donne une forme forte des relations de t’Hooft [21].
VII Le groupe G et les diffe´omorphismes
Bien entendu, on pourrait facilement objecter aux de´veloppements pre´ce´dents en ar-
guant que le myste`re de la renormalisation n’est pas completement e´clairci car le groupe
G construit a` partir des graphes de Feynman apparait e´galement mysterieux. Cette cri-
tique est completement leve´e par la merveilleuse relation, base´e sur la physique entre
les alge`bres de Hopf H des graphes de Feynman et celle, Hcm des diffe´omorphismes.
Nous montrons, dans le cas de masse nulle, que la formule qui donne la constante de
couplage effective,
(60) g0 =

g + ∑ g2ℓ+1 Γ
S(Γ)



1− ∑ g2ℓ Γ
S(Γ)


−3/2
conside´re´e comme une se´rie formelle dans la variable g d’e´le´ments de l’alge`bre de Hopf
H, de´finit en fait un homomorphisme d’alge`bres de Hopf de l’alge`bre de Hopf Hcm des
coordonne´es sur le groupe des diffe´omorphismes formels de C tels que,
(61) ϕ(0) = 0 , ϕ′(0) = id
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vers l’alge`bre de Hopf H de la the´orie de masse nulle.
Il en re´sulte en transposant, une action formelle du groupe G sur la constante de
couplage. Nous montrons en particulier que l’image par ρ de β = Y Res γ est la fonction
β de la constante de couplage g.
Nous obtenons ainsi un corollaire du the´ore`me principal qui se formule sans faire inter-
venir ni le groupe G ni l’alge`bre de Hopf H.
The´ore`me [13] Conside´rons la constante de couplage effective nonrenormalise´e geff(ε)
comme une se´rie formelle en g et soit geff(ε) = geff+(ε) (geff−(ε))
−1 sa de´composition de
Birkhoff (oppose´e) dans le groupe des diffe´omorphismes formels. Alors le lacet geff−(ε)
est la constante de couplage nue et geff+(0) la constante de couplage renormalise´e.
Comme la de´composition de Birkhoff d’un lacet a` valeurs dans le groupe des diffe´omor-
phismes (formels) est e´videmment relie´e a` la classification des fibre´s (non-vectoriels)
holomorphes, ce re´sultat sugge`re qu’un tel fibre´ ayant pour base un voisinage de la di-
mension d de l’espace temps et pour fibre les valeurs (comple´xifie´es) des constantes de
couplage devrait donner une interpre´tation ge´ome´trique de l’ope´ration de renormalisa-
tion. Il faut tout de meˆme noter que la de´composition de Birkhoff a lieu ici relativement
a` un cercle infinite´simal autour de d et qu’il s’agit de diffe´omorphismes formels.
Les re´sultats ci-dessus montrent qu’au niveau des de´veloppements perturbatifs le proce´de´
de renormalisation admet une interpre´tation ge´ome´trique simple graˆce au groupe G et
a` la de´composition de Riemann-Hilbert. Le proble`me essentiel consiste a` passer du
de´veloppement perturbatif a` la the´orie non-perturbative, ce qui revient en termes de
diffe´omorphismes a` passer du developpement de Taylor a` la formule globale.
VIII Le groupe de renormalisation et la the´orie de Galois aux places
archime´diennes
Le proble`me de Riemann-Hilbert joue un roˆle clef dans la the´orie de Galois diffe´rentielle,
il est donc naturel d’interpre´ter en termes Galoisiens l’ambigu¨ıte´ que le groupe de
renormalisation introduit dans les the´ories physiques. Cette section contient l’esquisse
d’une telle interpre´tation. Nous montrerons en particulier le roˆle que le groupe de
renormalisation devrait jouer pour comprendre la composante connexe du groupe des
classe d’ide`les de la the´orie du corps de classe comme un groupe de Galois.
Commenc¸ons par une introduction tre`s e´le´mentaire a` la the´orie de Galois pour les
e´quations alge´briques.
Si la technique de re´solution des e´quations du second degre´ remonte a` la plus haute
Antiquite´ (Babyloniens, Egyptiens...), elle n’a pu eˆtre e´tendue au troisie`me degre´ que
bien plus tard, et ne sera publie´e par Girolamo (Je´roˆme) Cardano qu’en 1545 dans
les chapitres 11 a` 23 de son livre Ars magna sive de regulis algebraicis. Bien que cela
n’ait pas e´te´ reconnu avant le dix-huitie`me sie`cle, la clef de la re´solution par radicaux
de l’e´quation ge´ne´rale du troisie`me degre´, x3 + nx2 + px + q = 0, de racines a, b, c,
est l’existence d’une fonction rationnelle α(a, b, c) de a, b, c, qui ne prend que deux
de´terminations diffe´rentes sous l’action des six permutations de a, b, c.
La me´thode de Cardan revient a` poser α = ((1/3)(a + bj + cj2))3 ou` le nombre j est
la premie`re racine cubique de l’unite´. La permutation circulaire transformant a en b, b
en c et c en a laisse manifestement α inchange´e et la seule autre de´termination de la
fonction α sous l’action des six permutations de a, b, c, est obtenue en transposant b et
c par exemple, ce qui donne β = ((1/3)(a+ cj + bj2))3.
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Comme l’ensemble de ces deux nombres α et β est invariant par toutes les permutations
de a, b, c, le polynoˆme du second degre´ dont α et β sont racines se calcule rationnelle-
ment en fonction des coefficients de l’e´quation initiale x3 + nx2 + px + q = 0 : c’est
X2+2qX−p3 = (X+q+s)(X+q−s) ou` s est l’une des racines carre´es de p3+q2 et ou`
l’on a re´e´crit l’e´quation initiale sous la forme e´quivalente x3+3px+2q = 0 de´barrasse´e
du terme du deuxie`me degre´ en effectuant une translation convenable des racines et ou`
l’on a introduit les coefficients 2 et 3 pour simplifier les formules.
Un calcul simple montre alors que chacune des racines a, b et c, de l’e´quation initiale
s’exprime comme somme de l’une des trois racines cubiques de α et de l’une des trois
racines cubiques de β, ces deux choix e´tant lie´s par le fait que leur produit doit eˆtre
impe´rativement e´gal a` −p (il n’y a donc que trois couples de choix de ces racines a`
prendre en compte, ce qui est rassurant, a` la place des neuf possibilite´s que l’on aurait
pu envisager a priori).
C’est a` l’occasion de ces formules que l’utilisation des nombres complexes s’est impose´e.
En effet, meˆme dans le cas ou` les trois racines sont re´elles, il se peut que p3 + q2 soit
ne´gatif et que α et β soient ne´cessairement des nombres complexes.
Si la re´solution des e´quations du troisie`me degre´ que nous venons d’exposer a e´te´ tre`s
longue a` eˆtre mise au point (sans doute pour au moins l’un de ses cas particuliers
entre 1500 et 1515 par Scipione del Ferro), celle du quatrie`me degre´ a e´te´ plus preste
a` la suivre puisqu’elle figure e´galement dans l’Ars magna (chapitre 39) ou` Cardano
l’attribue a` son secre´taire Ludovico Ferrari qui l’aurait mise au point entre 1540 et
1545 (Rene´ Descartes en publiera une autre en 1637).
Ici encore, l’on peut partir d’un polynoˆme de´barrasse´ d’un coefficient, annule´ par trans-
lation, disons X4 + pX2 + qX + r = (X − a)(X − b)(X − c)(X − d).
La fonction rationnelle α(a, b, c, d) la plus simple§, ne prenant que trois de´terminations
diffe´rentes sous l’action des vingt-quatre permutations de a, b, c et d, est α = ab+ cd.
Les deux autres de´terminations sont β = ac+ bd, γ = ad+ bc. Ce sont donc les racines
d’une e´quation du troisie`me degre´ dont les coefficients s’expriment rationnellement en
fonction de p, q et r. Un calcul simple montre que le polynoˆme (X−α)(X−β)(X− γ)
est e´gal a` X3− pX2− 4rX + (4pr− q2). Il peut donc eˆtre de´compose´ comme on l’a vu
plus haut pour en de´duire α, β et γ ; en fait, il suffit meˆme de calculer l’une seulement
de ces racines, disons α, pour pouvoir en de´duire a, b, c et d (nous connaissons alors en
effet la somme α et le produit r des deux nombres ab et cd, donc ces deux nombres eux-
meˆmes par une e´quation du second degre´, et il ne reste plus qu’a` exploiter les e´galite´s
(a + b) + (c + d) = 0 et ab(c + d) + cd(a + b) = −q pour pouvoir en de´duire a + b et
c + d, donc enfin a, b, c et d par une autre e´quation du second degre´).
C’est a` Joseph Louis Lagrange en 1770 et 1771 (publication en 1772, mais aussi, dans
une moindre mesure, a` Alexandre Vandermonde dans un me´moire publie´ en 1774 mais
e´galement re´dige´ vers 1770, ainsi qu’a` Edward Waring dans ses Meditationes algebricæ
de 1770 et a` Francesco Malfatti) que l’on doit la mise en lumie`re du roˆle fondamental
des permutations sur les racines a, b, c... et sur les quantite´s auxiliaires α, β..., d’ailleurs
aujourd’hui justement appele´es ”re´solvantes de Lagrange”.
Ces re´solvantes ne sont pas uniques, et par exemple le choix α = (a+ b− c− d)2 corre-
spond a` la solution de Descartes, mais elles fournissent la clef de toute les re´solutions
ge´ne´rales par radicaux. Il y en a une qui est particulie`rement belle car elle est covariante
§Voir [6] pour l’ubiquite´ de la syme´trie en question, et son roˆle dans l’organisation des tournois de
football
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pour le groupe affine, c’est a` dire ve´rifie l’e´galite´,
α(λ a+ z, λ b+ z, λ c+ z, λ d+ z) = λα(a, b, c, d) + z
et admet donc une interpre´tation ge´ome´trique. Elle est donne´e alge`briquement par
α =
ad− bc
a + d− b− c
et correspond ge´ome´triquement (figure 2) au point d’intersection des cercles circonscrits
aux triangles ABJ et JCD ou` J de´signe le point d’intersection des droites AC et BD.
αa
b
c
d
Figure 2. Le point α est fonction me´romorphe et se´pare´ment homographique des quatre points A, B,
C, D.
J’ai rencontre´ re´cemment cette re´solvante a` propos du proble`me¶ de l’e´toile a` cinq
branches (figure 3), dont elle permet une re´solution alge´brique que je laisse a` la sagacite´
du lecteur.
A
B
C
D
E
α
β
γ
δ
ε
Figure 3. On donne cinq points arbitraires A,B,C,D,E. Montrer que les points d’intersection α, β, γ, δ, ǫ
des cercles circonscrits aux triangles externes conse´cutifs de l’e´toile sont situe´s sur un meˆme cercle.
¶pose´ par le pre´sident Chinois Jiang Zemin a` la de´le´gation de mathe´maticiens venue a` sa rencontre
en l’an 2000.
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L’e´tape suivante dans la the´orie des e´quations alge´briques est e´videmment celle du
cinquie`me degre´. Descartes a certainement essaye´ et avec lui bien des chercheurs. Elle
a toujours oppose´ des obstacles infranchissables, et nous savons depuis Abel et Galois,
aux alentours de 1830, pourquoi cette queˆte e´tait vaine.
Descartes par exemple, persuade´ qu’il n’existait pas de formule analogue a` celle de Car-
dano, avait propose´ en 1637, dans La Ge´ome´trie, une me´thode graphique de re´solution
graˆce a` l’intersection de cercles et de cubiques qu’il avait invente´es pour l’occasion. En-
tre 1799 et 1813 (date de l’e´dition de ses Riflessioni intorno alla solutione delle equazioni
algebraiche generali), Paolo Ruffini a publie´ diverses tentatives de de´monstrations, de
plus en plus affine´es, visant a` e´tablir l’impossiblite´ de re´soudre l’e´quation ge´ne´rale du
cinquie`me degre´ par radicaux. A` toute fonction rationnelle des racines, il a eu l’ide´e
juste d’associer le groupe des permutations de ces racines qui la laissent invariante,
mais a cru a` tort (d’apre`s un rapport de Ludwig Sylow) que les radicaux intervenant
dans la re´solution de l’e´quation, comme les racines cubiques de α pour le degre´ trois,
e´taient ne´cessairement des fonctions rationnelles des racines.
Il faudra attendre 1824 pour que Niels Abel justifie l’intuition de Ruffini dans son
Me´moire sur les e´quations alge´briques et - apre`s avoir cru trouver au contraire une
me´thode de re´solution ge´ne´rale - prouve l’impossiblite´ de re´soudre l’e´quation ge´ne´rale
du cinquie`me degre´ par radicaux, en 1826 dans le Me´moire sur une classe partic-
ulie`re d’e´quations re´solubles alge´briquement, ou` il amorce une the´orie ge´ne´rale qui ne
s’e´panouira que dans les e´crits de Galois, vers 1830. Les travaux de Galois inaugurent
une e`re nouvelle des mathe´matiques, ou` les calculs font place a` la re´flexion sur leur
potentialite´, et les concepts, tels celui de groupe abstrait ou d’extension alge´brique,
occupent le devant de la sce`ne.
L’ide´e lumineuse de Galois consiste d’abord a` associer a` une e´quation arbitraire un
groupe de permutations qu’il de´finit de la manie`re suivante, [18]
Soit une e´quation donne´e, dont a, b, c,... sont les m racines. Il y aura toujours un
groupe de permutations des lettres a, b, c,...qui jouira de la proprie´te´ suivante :
1) que toute fonction des racines, invariante par les substitutions de ce groupe, soit
rationnellement connue ;
2) re´ciproquement, que toute fonction des racines, de´termine´e rationnellement, soit
invariante par ces substitutions.
puis a` e´tudier comment ce groupe ”d’ambigu¨ıte´” se trouve modifie´ par l’adjonction de
quantite´s auxiliaires conside´re´es comme ”rationnelles”. Ainsi, dans le cas de l’e´quation
du quatrie`me degre´, si l’on adjoint la quantite´ α obtenue en re´solvant l’e´quation auxili-
aire du troisie`me degre´, l’on re´duit le groupe d’ambigu¨ıte´ au sous-groupe normal forme´
des quatre permutations (a,b,c,d), (b,a,d,c), (c,d,a,b), (d,c,b,a). Ce groupe est le pro-
duit de deux groupes a` deux e´le´ments et l’adjonction des solutions de deux e´quations
du second degre´ suffit alors pour e´liminer totalement l’ambigu¨ıte´, c’est a` dire re´soudre
l’e´quation initiale.
Si l’on de´signe par k le corps des ”quantite´s rationnelles” et par K celui engendre´ par
k et par toutes‖ les racines de l’e´quation que l’on se propose de re´soudre, le groupe
de Galois, G = Gal(K : k) est le groupe des automorphismes de K qui fixent tous les
e´le´ments de k.
L’impossibilite´ de re´duire l’e´quation du cinquie`me degre´ a` des e´quations de degre´
infe´rieur provient alors de la ”simplicite´” du groupe A5 des soixantes permutations
‖Il ne suffit pas d’adjoindre une seule de ces racines, il faut les adjoindre toutes
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paires (produits d’un nombre pair de transpositions) des cinq racines a, b, c, d, e d’une
telle e´quation. Un groupe abstrait fini est ”simple” si l’on ne peut le re´duire, par un
homomorphisme non trivial, a` un groupe plus petit. Le groupe A5 est le plus petit
groupe simple non commutatif et il apparaˆıt tre`s souvent en mathe´matiques.
J’en viens maintenant au roˆle que le groupe de renormalisation devrait jouer pour
comprendre la composante connexe du groupe des classes d’ide`les de la the´orie du
corps de classe comme un groupe de Galois.
La the´orie du corps de classe et sa ge´ne´ralisation aux groupes de Galois non commutatifs
par le programme de Langlands constituent l’information la plus profonde que nous
ayons sur le groupe de Galois des nombres alge´briques. La source de ces the´ories est la
loi de re´ciprocite´ quadratique qui joue un roˆle central dans l’histoire de la the´orie des
nombres. Elle est de´montre´e en 1801 par Gauss dans ses ” Disquisitiones ” mais son
e´nonce´ e´tait de´ja` connu d’Euler et de Legendre. La loi de re´ciprocite´ exprime, e´tant
donne´s deux nombres premiers p et q, une syme´trie entre p et q dans la re´solution de
l’e´quation x2 = p modulo q. Elle montre par exemple que pour savoir si l’e´quation
x2 = 5 admet une solution modulo un nombre premier q il suffit de connaˆıtre la valeur
de q modulo 5 ce que donne le dernier chiffre de q dans son de´veloppement de´cimal, (par
exemple 19 et 1999, ou 7 et 1997 donnent le meˆme re´sultat) de sorte que les nombres
premiers ainsi se´lectionne´s se re´partissent en classes. Il a fallu plus d’un sie`cle pour
comprendre conceptuellement la loi de re´ciprocite´ quadratique dont Gauss avait donne´
plusieurs de´monstrations, sous la forme de la the´orie du corps de classe qui permet
de calculer a` partir de classes de nombres ide´aux le groupe de Galois de l’extension
Abelienne maximale d’un corps de nombres.
La ge´ne´ralisation conceptuelle de la notion de corps de nombres est celle de corps
global. Un corps k est global si c’est un sous-corps discret cocompact d’un anneau
localement compact (non discret) semi-simple et commutatif A. (Cf. Iwasawa Ann.
of Math. 57 (1953).) L’anneau topologique A est alors canoniquement associe´ a` k et
s’appelle l’anneau des Ade`les de k, on a,
(62) A =
∏
res
kv ,
ou` le produit est le produit restreint des corps locaux kv inde´xe´s par les places de k.
Les kv sont les corps localement compacts obtenus comme comple´tions de k de meˆme
que l’on obtient les nombres re´els en comple´tant les rationnels.
Quand la caracte´ristique de k est p > 1 i.e. quand k est un corps de fonctions sur Fq,
on a
(63) k ⊂ kun ⊂ kab ⊂ ksep ⊂ k ,
ou` k de´signe une cloture alge´brique de k, ksep la cloture alge´brique se´parable, kab l’ex-
tension abe´lienne maximale et kun, extension non ramifie´e maximale, est obtenue en
adjoignant a` k les racines de l’unite´ d’ordre premier a` p.
On de´finit le groupe de Weil Wk comme le sous-groupe de Gal(kab : k) forme´ par les
automorphismes de (kab : k) qui induisent sur kun une puissance entie`re de l’automor-
phisme de ”Frobenius”, θ,
(64) θ(µ) = µq ∀µ racine de l’unite´ d’ordre premier a` p .
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Le re´sultat principal de la the´orie du corps de classe global est l’existence d’un isomor-
phisme canonique,
(65) Wk ≃ Ck = GL1(A)/GL1(k) ,
de groupes localement compacts.
Quand k est de caracte´ristique nulle, i.e. un corps de nombres, on a un isomorphisme
canonique,
(66) Gal(kab : k) ≃ Ck/Dk ,
ou` Dk de´signe la composante connexe de l’e´le´ment neutre dans le groupe des classes
d’ide`les Ck = GL1(A)/GL1(k), mais a` cause des places Archime´diennes de k l’on n’a
pas d’interpre´tation de Ck analogue au cas des corps de fonctions. Citons A. Weil [27],
“La recherche d’une interpre´tation pour Ck si k est un corps de nombres, analogue
en quelque manie`re a` l’interpre´tation par un groupe de Galois quand k est un corps
de fonctions, me semble constituer l’un des proble`mes fondamentaux de la the´orie des
nombres a` l’heure actuelle ; il se peut qu’une telle interpre´tation renferme la clef de
l’hypothe`se de Riemann . . .”.
Cela signifie qu’aux places Archime´diennes (i.e. aux comple´tions de k qui donnent soit
les nombres re´els soit les nombres complexes), il devrait y avoir un groupe continu de
syme´tries secre`tement pre´sent.
Mon inte´reˆt pour ce proble`me vient de mon travail sur la classification des facteurs qui
indiquait clairement que l’on posse´dait la` l’analogue de la the´orie de Brauer qui est
l’une des clefs de la the´orie du corps de classe local.
Les groupes de Galois sont par construction des limites projectives de groupes finis
attache´s a` des extensions finies. Pour obtenir des groupes connexes il faut e´videmment
relaxer cette condition de finitude, qui est la meˆme que la restriction en the´orie de
Brauer aux alge`bres simples centrales de dimension finie. Comme ce sont les places
Archime´diennes de k qui sont a` l’origine de la composante connexe Dk, il est naturel
de conside´rer la question pre´liminaire suivante,
“Existe-t-il une the´orie de Brauer non-triviale d’alge`bres simples centrales sur C.”
J’ai montre´ dans [5] que la classification des facteurs approximativement finis sur C
donnait une re´ponse satisfaisante a` cette question. Ils sont classifie´s par leur module,
(67) Mod(M)⊂
∼
R
∗
+ ,
qui est un sous-groupe (virtuel) ferme´ de R∗+.
Ce groupe joue un roˆle analogue dans le cas Archime´dien au module des alge`bres simples
centrales sur un corps local nonarchime´dien. Dans ce dernier cas le module se de´finit
tre´s simplement par l’action du groupe multiplicatif d’une alge`bre simple centrale sur
la mesure de Haar du groupe additif. La de´finition de Mod(M) pour les facteurs est
beaucoup plus e´labore´e, mais reste base´e sur l’action du groupe R∗+ de changement
d’e´chelle.
Pour poursuivre l’analogie avec la the´orie de Brauer ou` le lien avec le groupe de Ga-
lois s’obtient par la construction d’alge`bres simples centrales comme produits croise´s
d’un corps par un groupe d’automorphismes, le pas suivant consiste a` trouver des
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exemples naturels de construction de facteurs comme produits croise´s d’un corps K,
extension transcendante de C par un groupe d’automorphismes. Dans nos recherches
sur les varie´te´s sphe´riques noncommutatives [7], avec M. Dubois-Violette, l’alge`bre de
Sklyanin ([26]) est apparue comme solution en dimension 3, du proble`me de classifi-
cation formule´ dans [14]. La repre´sentation ”re´gulie`re” de cette alge`bre engendre une
alge`bre de von-Neumann inte´grale directe de facteurs approximativement finis de type
II1, tous isomorphes au facteur hyperfini R. Les homomorphismes correspondants de
l’alge`bre de Sklyanin ([26]) vers le facteur R se factorisent miraculeusement a` travers le
produit croise´ du corps Kq des fonctions elliptiques, ou` le module q = e
2πiτ est re´el, par
l’automorphisme de translation par un nombre re´el (mais en ge´ne´ral irrationnel). On
obtient ainsi le facteur R comme produit croise´ de Kq par un sous-groupe du groupe
de Galois, en parfaite analogie avec la construction des alge`bres simples centrales sur
un corps local. Il reste a` obtenir une construction semblable et naturelle du facteur R∞
de type III1.
Il est sans doute pre´mature´ d’essayer d’identifier le corps K correspondant, qui devrait
jouer le roˆle de l’extension nonramifie´e maximale Cun de C et eˆtre dote´ d’une action
naturelle du groupe multiplicatif R∗+.
Le roˆle du corps K en physique des hautes e´nergies devrait eˆtre relie´ a` l’observation
suivante concernant les ”constantes” qui interviennent en the´orie des champs. En fait les
calculs des physiciens regorgent d’exemples de ”constantes” telles les constantes de cou-
plage g des interactions (e´lectromagne´tiques, faibles et fortes) qui n’ont de ”constantes”
que le nom. Elles de´pendent en re´alite´ du niveau d’e´nergie µ auquel les expe´riences
sont re´alise´es et sont donc des fonctions g(µ). Ainsi les physiciens des hautes e´nergies
e´tendent implicitement le ”corps des constantes” avec lequel ils travaillent, passant
du corps C des scalaires a` un corps de fonctions g(µ). Le ge´ne´rateur du groupe de
renormalisation est simplement µ∂/∂µ.
L’on peut mettre l’exemple plus simple du corps Kq des fonctions elliptiques sous la
meˆme forme en passant aux fonctions loxodromiques, c’est a` dire en posant µ = e2πiz de
sorte que la premie`re pe´riodicite´ (en z → z+1) est automatique alors que la deuxie`me
s’e´crit g(q µ) = g(µ). Le groupe des automorphismes de la courbe elliptique est alors
lui aussi engendre´ par µ∂/∂µ.
Les points fixes du groupe de renormalisation sont les scalaires ordinaires, mais il se
pourrait que la physique quantique conspire pour nous empeˆcher d’espe´rer une the´orie
qui englobe toute la physique des particules et soit construite comme point fixe du
groupe de renormalisation. Les interactions fortes sont asymptotiquement libres et
l’on peut les analyser a` tre`s hautes e´nergies en utilisant les points fixes du groupe
de renormalisation, mais la pre´sence du secteur e´lectrodynamique montre qu’il est vain
de vouloir s’en tenir a` de tels points fixes pour de´crire une the´orie qui incorpore l’ensem-
ble des forces observe´es. Le proble`me est le meˆme dans le domaine infrarouge ou` les
roˆles des interactions fortes et e´lectrodynamiques sont inverse´s.
Il est bien connu des physiciens que le groupe de renormalisation joue le roˆle d’un
groupe d’ambigu¨ıte´, l’on ne peut distinguer entre elles deux the´ories physiques qui
appartiennent a` la meˆme orbite de ce groupe, ce qui nous rame`ne a` Galois dont la
”the´orie de l’ambigu¨ıte´” allait bien au dela` des e´quations alge´briques.
Citons E´mile Picard (voir [25]) qui dans sa pre´face aux œuvres comple`tes d’Evariste
Galois e´crivait,
”Il aurait e´difie´ dans ses parties essentielles, la the´orie des fonctions alge´briques d’une
variable telle que nous la connaissons aujourd’hui. Les me´ditations de Galois porte`rent
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encore plus loin ; il termine sa lettre en parlant de l’application a` l’analyse transcendante
de la the´orie de l’ambigu¨ıte´. On devine a` peu pre`s ce qu’il entend par la`, et sur ce terrain
qui, comme il le dit est immense, il reste encore aujourd’hui bien des de´couvertes a`
faire”.
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